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3Основоположники теорії електромагнітного поля

Теорія електромагнітного поля, початки якої заклав Фарадей, математи-
чно була завершена Максвеллом. При цьому однією з найважливіших
нових ідей, висунутих Максвеллом, була думка про симетрію в взаємо-
залежності електричного і магнітного полів.

Майкл Фарадей (1791 – 1867) —
англійський фізик і хімік.

Джеймс Клерк Максвелл
(1831 – 1879) — шотландський вчений.

https://en.wikipedia.org/wiki/Michael_Faraday
https://en.wikipedia.org/wiki/James_Clerk_Maxwell


4Цитати із книги «Еволюція фізики»
А. Ейнштейн, Л. Інфельд

Кількісне, математичне формулювання законів поля дано в так
званих рівняннях Максвелла. [Експериментальні] факти призве-
ли до формулювання цих рівнянь, але зміст їх значно багатший
[…]. Їхня проста форма приховує глибину, що виявляється тільки
при ретельному вивченні.

Формулювання цих рівнянь є найважливішою подією з часу Нью-
тона не тільки важливою подією з часу Ньютона не тільки внаслі-
док цінності їхнього змісту, а й тому, що вони дають зразок ново-
го типу законів. Характерну особливість рівнянь Максвелла, яка
проявляється і в усіх інших рівняннях сучасної фізики, можна ви-
разити в одному реченні: рівнянняМаксвелла суть закони, що ви-
ражають структуру поля.



5Струм зміщення і закон збереження заряду
Протиріччя в законах магнетизму

Теорема про циркуляцію для постійного магнітно-
го поля:

∮
𝐿

𝐻⃗ ⋅ 𝑑𝑟 = 4𝜋
𝑐 ∯

𝑆

𝑗 ⋅ 𝑑𝑆,

або в диференціальній формі

rot 𝐻⃗ = 4𝜋
𝑐

𝑗

виявляється неправильною у випадку змінного
електричного поля.

𝑆

𝐿

Застосовуючи операцію div до цього рівняння і враховуючи тотожність
div rot 𝐻⃗ = 0, отримуємо div 𝑗 = 0. З іншого боку, якщо густина заряду
змінюється з часом, 𝜕𝜌

𝜕𝑡
≠ 0 то в силу закону збереження заряду

div 𝑗 = −
𝜕𝜌
𝜕𝑡

,

тобто div 𝑗 ≠ 0. Це протиріччя показує, що необхідно видозмінити теоре-
му про циркуляцію.



5Струм зміщення і закон збереження заряду
Гіпотеза Максвелла

Для вирішення цього протиріччя Дж. Максвелл увів поняття струму змі-
щення 𝑗зм співвідношенням

rot 𝐻⃗ = 4𝜋
𝑐

(𝑗 + 𝑗зм),

щоб закон збереження заряду виконувалося. Застосовуючиоперацію div
до записаного рівняння, отримуємо:

div(𝑗 + 𝑗зм) = 0, ⇒ div 𝑗зм =
𝜕𝜌
𝜕𝑡

.

За теоремою Гаусса для електричного поля 𝜌 = 1
4𝜋

div 𝐷⃗. Отже:

div 𝑗зм = 𝜕
𝜕𝑡 (

1
4𝜋

div 𝐷⃗) , ⇒ 𝑗зм = 1
4𝜋

𝜕𝐷⃗
𝜕𝑡

.



5Струм зміщення і закон збереження заряду
Теорема про циркуляцію магнітного поля

Таким чином, теорема про циркуляцію для магнітного поля, що узгоджу-
ється із законом збереження заряду, має записуватися у вигляді

rot 𝐻⃗ = 4𝜋
𝑐

𝑗 + 1
𝑐

𝜕𝐷⃗
𝜕𝑡

,

В інтегральній формі теорема про циркуляцію має вигляд

∮
𝐿

𝐻⃗ ⋅ 𝑑𝑟 = 4𝜋
𝑐 ∬

𝑆

𝑗 ⋅ 𝑑𝑆 + 1
𝑐 ∬

𝑆

𝜕𝐷⃗
𝜕𝑡

⋅ 𝑑𝑆,

де 𝐼зм = 1
4𝜋

∬
𝑆

𝜕𝐷⃗
𝜕𝑡

⋅𝑑𝑆 —струм зміщення, що пронизує площу 𝑆, натягнуту на

контур 𝐿. Отже, згідно гіпотезиМаксвелла змінне електричне поле поряд
зі звичайними струмами, також створює магнітне поле.



5Струм зміщення і закон збереження заряду
Порівняння закону Фарадея та гіпотези Максвелла

Порівняємо закон електромагнітної індукції Фарадея, та «оновлену» тео-
рему про циркуляцію за відсутності струмів провідності (𝑗 = 0) у вакуумі
(𝜀 = 𝜇 = 1 ⇒ 𝐸⃗ = 𝐷⃗, 𝐻⃗ = 𝐵⃗).

Закон електромагнітної індукції Закон магнітоелектричної індукції

rot 𝐸⃗ = − 1
𝑐

𝜕𝐵⃗
𝜕𝑡

rot 𝐵⃗ = + 1
𝑐

𝜕𝐸⃗
𝜕𝑡

𝐸⃗

𝜕𝐵⃗
𝜕𝑡

> 0

𝐵⃗

𝜕𝐸⃗
𝜕𝑡

> 0

Змінне в часі магнітне поле породжує вихрове електричне поле, а
змінне в часі електричне поле породжує магнітне поле.



6Радіальне стікання заряду з кулі

Нехай куля несе заряд 𝑄, який стікає в зовнішнє середовище. Унаслідок стіка-
ння заряду виникають струми, які можуть індукувати магнітне поле. Знайдемо
це магнітне поле.

𝐼

𝐼зм

𝐼
𝐼зм𝐼𝐼зм

𝐼
𝐼зм

𝐼
𝐼зм

𝐼
𝐼зм 𝐼 𝐼зм

𝐼
𝐼зм

Стікання заряду з кулі створює струм провідності, який
дорівнює:

𝐼 = − 𝜕𝑄
𝜕𝑡

.

Електричне поле кулі 𝐸⃗(𝑟) = 𝑄(𝑡)
𝑟3 𝑟 також зменшується з

часом, а тому струм зміщення дорівнює:

𝐼зм = 1
4𝜋 ∯

𝑆

𝜕𝐸⃗
𝜕𝑡

⋅ 𝑑𝑆 = + 𝜕𝑄
𝜕𝑡

= −𝐼.

З теореми про циркуляцію:

∮
𝐿

𝐻⃗ ⋅ 𝑑𝑟 = 4𝜋
𝑐

(𝐼 + 𝐼зм) = 0, ⇒ 𝐻⃗ = 𝐵⃗ = 0.

Отже, в цьому випадку, магнітного поля не виникає.



7Струм зміщення в конденсаторі

Площа 𝑆
пронизується лише
струмом провідності

Площа 𝑆
пронизується лише
струмом зміщення

Теорема про циркуляцію має ви-
гляд:

• Для лівого рисунка

∮
𝐿

𝐻⃗ ⋅ 𝑑𝑟 = 4𝜋
𝑐

𝐼.

• Для правого рисунка

∮
𝐿

𝐻⃗ ⋅ 𝑑𝑟 = 4𝜋
𝑐

𝐼зм.

Оскільки різні поверхні спираються на один і той же контур 𝐿, то циркуляція
∮
𝐿

𝐻⃗ ⋅ 𝑑𝑟 не повинна залежати вибору поверхні. А, отже, 𝐼 = 𝐼зм, тобто в середині

конденсатора «протікає» струм зміщення, який замикає коло.



8Струм зміщення в конденсаторі та магнітне поле

+ −

𝐼 𝜕𝐷⃗
𝜕𝑡

𝐼

+ −

𝐼 𝜕𝐷⃗
𝜕𝑡

𝐼

Струми зміщення замикають струми провідності і створюють магнітне
поле точно так само, як і струми провідності. Вони, однак, не створюють
прямо теплового ефекту, до них незастосовні закон Ома і закон Джоуля-
Ленца.



9Система рівнянь Максвелла

Доповнивши основні факти зі сфери електромагнетизму, та доповнивши їх гі-
потезою струмів зміщення, Максвелл зміг написати систему фундаментальних
рівнянь електродинаміки. Таких рівнянь чотири.

Рівняння Інтегральна форма Диференціальна
форма

Теорема Гаусса
для магнітного
поля ∯

𝑆

𝐵⃗ ⋅ 𝑑𝑆 = 0 div 𝐵⃗ = 0

Теорема про
циркуляцію для
електричного
поля

∮
𝐿

𝐸⃗ ⋅ 𝑑𝑟 = − 1
𝑐 ∬

𝑆

𝜕𝐵⃗
𝜕𝑡

⋅ 𝑑𝑆 rot 𝐸⃗ = − 1
𝑐

𝜕𝐵⃗
𝜕𝑡

Теорема Гаусса
для електричного
поля ∯

𝑆

𝐷⃗ ⋅ 𝑑𝑆 = 4𝜋 ∭
𝑉

𝜌𝑑𝑉 div 𝐷⃗ = 4𝜋𝜌

Теорема про
циркуляцію для
магнітного поля ∮

𝐿

𝐻⃗⋅𝑑𝑟 = 4𝜋
𝑐 ∬

𝑆
(𝑗 + 1

4𝜋
𝜕𝐷⃗
𝜕𝑡 )⋅𝑑𝑆 rot 𝐻⃗ = 4𝜋

𝑐
𝑗 + 1

𝑐
𝜕𝐷⃗
𝜕𝑡



10Вираз електричного поля через потенціали

РівнянняМаксвелла групуються парами. Першапара рівнянь—рівняння
без зарядів та струмів, друга пара — рівняння із зарядами та струмами.

Теорема Гаусса для магнітного поля дозволяє ввести векторний
потенціал:

𝐵⃗ = rot 𝐴

Тоді теорема про циркуляцію для електричного поля записується як:

rot (𝐸⃗ + 1
𝑐

𝜕𝐴
𝜕𝑡 ) = 0

Ця рівність означає, що це поле може бути представлене як градієнт
скалярної функції, тоді отримуємо:

𝐸⃗ = −∇⃗𝜑 − 1
𝑐

𝜕𝐴
𝜕𝑡

У випадку постійних у часі полів: 𝐸⃗ = −∇⃗𝜑, тобто, що введена тут
функція 𝜑 збігається зі скалярним потенціалом.



11Стаціонарні поля

У стаціонарному випадку часткові похідні за часом від полів дорівнюють
нулю 𝜕

𝜕𝑡
= 0, тому рівняння максвела розпадається на дві окремі системи

для електростатики і магнітостатики.

Рівняння електростатики

{
div 𝐷⃗ = 4𝜋𝜌,
rot 𝐸⃗ = 0.

+

Рівняння магнітостатики

{
div 𝐵⃗ = 0,
rot 𝐻⃗ = 4𝜋

𝑐
𝑗.



12Матеріальні рівняння

РівнянняМаксвелламають бути доповнені співвідношеннями,що зв’язують по-
ля 𝐷⃗ та 𝐸⃗ з одного боку, та 𝐻⃗ та 𝐵⃗ з іншого боку.

Вираз

Вектор індукції електричного поля 𝐷⃗ = 𝐸⃗ + 4𝜋𝑃

Вектор поляризації (для лінійних ізотропних речовин) 𝑃 = 𝜒𝑒𝐸⃗

Діелектрична проникніть (для лінійних ізотропних
речовин) 𝜀 = 1 + 4𝜋𝜒𝑒

Зв’язок 𝐷⃗ та 𝐸⃗ (для лінійних ізотропних речовин) 𝐷⃗ = 𝜀𝐸⃗

Вектор напруженості магнітного поля 𝐻⃗ = 𝐵⃗ − 4𝜋𝐽

Вектор намагнічування (для лінійних ізотропних
речовин) 𝐽 = 𝜒𝑒𝐻⃗

Магнітна проникніть (для лінійних ізотропних речовин) 𝜇 = 1 + 4𝜋𝜒𝑚

Зв’язок 𝐻⃗ та 𝐵⃗ (для лінійних ізотропних речовин) 𝐵⃗ = 𝜇𝐻⃗

У разі струму, спричиненого електричним полем у
провідному середовищі, має місце закон Ома 𝑗 = 𝜆𝐸⃗



13Граничні умови

Диференціальні рівняння Максвелла треба доповнити граничними умовами,
якиммає задовольняти електромагнітне поле намежі розділу двох середовищ.
Ці умови неявно містяться в інтегральній формі рівнянь Максвелла і отримую-
ться за їх допомогою. Граничні умови в стаціонарному випадку аналогічні і для
випадку змінних полів.

Умови для електричних векторів Умови для магнітних векторів

𝐷2𝑛 − 𝐷1𝑛 = 4𝜋𝜎 𝐵1𝑛 = 𝐵2𝑛

𝐸1𝜏 = 𝐸2𝜏 [𝑛 × 𝐻⃗2] − [𝑛 × 𝐻⃗1] = 4𝜋
𝑐

𝑖⃗

Тут 𝜎 —поверхнева густина вільних електричних зарядів, a 𝑖⃗ —поверхнева густи-
на струму провідності на розглянутій границі розділу. У випадку, коли поверх-
невих струмів немає, гранична умова для тангенціальної компоненти вектора
напруженості магнітного поля набуває вигляду:

𝐻1𝜏 = 𝐻2𝜏



14Закон збереження енергії електромагнітного поля

Якщо у деякій області простору прису-
тнє електромагнітне поле та заряджені
частинки, які взаємодіють з цим полем,
то енергія такої системи має зберігатись,
якщо система замкнена. Якщо ж система
незамкнена, то енергія може як втікати в
цю область, так і витікати з неї.

(Зміна енергії в об’ємі) = (Рух частинок) + (Потік енергії на зовні).

(Рух частинок) = (Зміна енергії в об’ємі) – (Потік енергії на зовні).

Рухати частинки може лише електричне поле. Енергія, яка витрачається
полем на розгін частинок в одиниці об’єму за одиницю часу — джоулеве
тепло 𝑗 ⋅ 𝐸⃗.



15Отримання закону збереження

𝑗 = 𝑐
4𝜋

rot 𝐻⃗ − 1
𝑐

𝜕𝐷⃗
𝜕𝑡

, (рівняння Максвелла для rot 𝐻⃗).

𝑗𝐸⃗ = 𝑐
4𝜋

𝐸⃗ ⋅ rot 𝐻⃗ − 1
4𝜋

𝐸⃗ ⋅ 𝜕𝐷⃗
𝜕𝑡

𝐸⃗ ⋅ rot 𝐻⃗ = − div[𝐸⃗ × 𝐻⃗] + 𝐻⃗ ⋅ rot 𝐸⃗, (формула векторного аналізу).

𝑗 ⋅ 𝐸⃗ = − div (
𝑐

4𝜋
[𝐸⃗ × 𝐻⃗]) + 𝑐

4𝜋
𝐻⃗ ⋅ rot 𝐸⃗ − 𝜕

𝜕𝑡 (
1

8𝜋
𝜀𝐸⃗2

)

rot 𝐸⃗ = − 1
𝑐

𝜕𝐵⃗
𝜕𝑡

, (рівняння Максвелла для rot 𝐸⃗).

Врахуємо матеріальні рівняння 𝐷⃗ = 𝜀𝐸⃗ та 𝐵⃗ = 𝜇𝐻⃗.

𝑗 ⋅ 𝐸⃗ = − div (
𝑐

4𝜋
[𝐸⃗ × 𝐻⃗]) − 1

4𝜋
𝐻⃗ ⋅ 𝜕𝐵⃗

𝜕𝑡
− 𝜕

𝜕𝑡 (
1

8𝜋
𝜀𝐸⃗2

)

𝑗 ⋅ 𝐸⃗ = − div (
𝑐

4𝜋
[𝐸⃗ × 𝐻⃗]) − 𝜕

𝜕𝑡 (
1

8𝜋
𝜀𝐸⃗2 + 1

8𝜋
𝜇𝐻⃗2

)



16Теорема Пойнтінга

Проаналізуємо отриманий вираз:

𝑗 ⋅ 𝐸⃗⏟
Енергія руху частинок

= − div (
𝑐

4𝜋
[𝐸⃗ × 𝐻⃗])⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

Вектор Π⃗

− 𝜕
𝜕𝑡 (

𝜀𝐸⃗2

8𝜋
+

𝜇𝐻⃗2

8𝜋 )⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

Густина енергії
електромагнітного поля 𝑤

Закон збереження енергії

− 𝜕𝑤
𝜕𝑡

= div Π⃗ + 𝑗 ⋅ 𝐸⃗
− 𝜕𝑊

𝜕𝑡
= ∯

𝑆

Π⃗ ⋅ 𝑑𝑆 + ∭
𝑉

𝑗 ⋅ 𝐸⃗𝑑𝑉

Теорема Пойнтінга
Зменшення енергії за одиницю часу в даному об’ємі дорівнює потоку енергії
крізь поверхню, обмежену цим об’ємом, плюс потужність , яку сили поля ви-
конують над зарядами речовини всередині даного об’єму.



16Теорема Пойнтінга

Закон збереження енергії

− 𝜕𝑤
𝜕𝑡

= div Π⃗ + 𝑗 ⋅ 𝐸⃗
− 𝜕𝑊

𝜕𝑡
= ∯

𝑆

Π⃗ ⋅ 𝑑𝑆 + ∭
𝑉

𝑗 ⋅ 𝐸⃗𝑑𝑉

Теорема Пойнтінга
Зменшення енергії за одиницю часу в даному об’ємі дорівнює потоку енергії
крізь поверхню, обмежену цим об’ємом, плюс потужність , яку сили поля ви-
конують над зарядами речовини всередині даного об’єму.

Вектор Пойнтінга

Π⃗ = 𝑐
4𝜋

[𝐸⃗ × 𝐻⃗]

Вектор визначає кількість енергії поля, що протікає через одиничну площадку
в одиницю часу, і показує напрямок руху енергії електромагнітного поля.



17Одиниці вимірювання величин

Вектор густини потоку енергії (вектор Пойнтінга)

Π⃗ = 𝑐
4𝜋

[𝐸⃗ × 𝐻⃗], [Π] =
ерг

см2 ⋅ с
(СГС), [𝑆] = Вт

м2 (SI)

Густина енергії

𝑤 = 𝐸⃗ ⋅ 𝐷⃗
8𝜋

+ 𝐵⃗ ⋅ 𝐻⃗
8𝜋

, [𝑤] =
ерг
см3 (СГС), [𝑤] = Дж

м3 (SI)



18Зарядка конденсатора

𝐻⃗
𝐸⃗

Π⃗

Плоский конденсатор із пластинами радіуса 𝑅
заряджається струмом 𝐼 від зовнішнього дже-
рела енергії . Якщо в деякий момент заряд на
нижній пластині дорівнює 𝑞, то вектор індукції
поля всередині конденсатора дорівнює: 𝐷 =
4𝜋𝜎 = 4𝜋𝑞

𝜋𝑅2 , і напрямлений від нижньої пластини
до верхньої. Густина струму зміщення в конден-
саторі: 𝑗зм = 𝐷̇

4𝜋
= ̇𝑞

𝜋𝑅2 .

Цей струм породжує в конденсаторі магнітне поле, яке можна знайти за допо-
могою теореми про циркуляцію:

∮
𝐿

H 𝑑r = 4𝜋
𝑐

𝐽зм(𝑟) ⇒ 2𝜋𝑟𝐻(𝑟) = 4𝜋
𝑐

𝜋𝑟2𝑗зм(𝑟) ⇒ 𝐻(𝑟) = 2𝑟
𝑐𝑅2 ̇𝑞.

Тут за контур 𝐿 узято коло радіусу 𝑟 з центром на осі конденсатора. Маючи на
увазі, що конденсатор заряджається ( ̇𝑞 > 0), робимо висновок, що струм зміще-
ння спрямований від нижньої пластини до верхньої. Це означає, що силові лінії
магнітного поля спрямовані, як показано на рис.



18Зарядка конденсатора

𝐻⃗
𝐸⃗

Π⃗

Вектор Пойнтінга Π⃗ = 𝑐
4𝜋 [𝐸⃗ × 𝐻⃗] спрямований

до осі конденсатора і дорівнює за величиною
на межі (𝑟 = 𝑅):

Π = 𝑐
4𝜋

𝐸𝐻 = 𝑐
4𝜋 (

4𝜋𝑞
𝜀𝜋𝑅2 ) (

2 ̇𝑞
𝑐𝑅 ) = 1

𝜀𝜋𝑅2 2𝑞 ̇𝑞.

Якщо відстань між пластинами дорівнює ℎ, то енергія, що втікає в конденсатор
за одиницю часу, дорівнює:

𝑑𝑊
𝑑𝑡

= 𝑆 ⋅ 2𝜋𝑅ℎ = 1
𝜀𝜋𝑅2 ⋅ 𝑞 ̇𝑞 ⋅ 2𝜋𝑅ℎ =

𝑞 ̇𝑞
𝐶

,

де 𝐶 = 𝜀𝜋𝑅2/4𝜋ℎ — ємність конденсатора. За кінцевий час, при досягненні заря-
ду q на пластині, енергія складе:

𝑊 =
𝑞2

2𝐶
.

Ми прийшли до відомої формули для енергії, що запасається в конденсаторі.



19Довгий провідник

𝐻⃗

𝐸⃗
Π⃗

Розглянемо довгий прямий дріт радіуса 𝑅 і довжини ℓ,
яким тече струм 𝐼 . На зовнішній поверхні дроту прису-
тнє магнітне поле 𝐻 = 2𝐼

𝑐𝑅
. Струм у дроті виникає зав-

дяки напрузі 𝑈 на його кінцях, що створює поле вели-
чиною 𝐸 = 𝑈

ℓ
. Напрямки полів 𝐸⃗ і 𝐻⃗ показано на рис.

Вектор Пойнтінга виявляється спрямованим до осі дроту і дорівнює за величи-
ною:

Π = 𝑐
4𝜋

𝐸𝐻 = 𝑐
4𝜋

𝑈
ℓ

2𝐼
𝑐𝑅

= 1
2𝜋ℓ𝑅

𝑈𝐼

Оскільки площа бічної поверхні дроту дорівнює 𝑆 = 2𝜋ℓ𝑅, то повний потік енер-
гії, що втікає в дріт, становить Π𝑆 = 𝑈𝐼. Це в точності та сама енергія, що йде на
джоулеві втрати в дроті: Π𝑆 = 𝑄 = 𝑈𝐼.

Таким чином, електрони отримують свою енергію, ззовні, від потоку енергії зов-
нішнього поля всередину дроту і витрачають її на створення теплоти. Енергія
віддалених зарядів якимось чином розтікається по великій області простору і
потім втікає всередину дроту.



20Скін-ефект
Означення та наслідки

Скін-ефект (термін походить від англ. слова skin–шкіра.)—цепротікання
струмів високої частоти в тонкому поверхневому шарі провідника.

50 Гц 50 кГц 1 МГц 50 МГц

Для провідника діаметром 0.5 мм

Внаслідок скін-ефекту електричний струмпривеликих частотах тече переважно
крізь поверхневий шар провідника. Це призводить до:

• зменшення діючого перерізу провідника і, як наслідок, до збільшення опо-
ру провідника.

• зменшення індуктивності провідника.
Оскільки за наявності сильного скін-ефекту, струму, а отже і магнітного поля всередині провідника
немає. Магнітна енергія стає меншою на величину енергії поля всередині провідника, а отже, інду-
ктивність провідника зменшується.

• Електромагнітна хвиля, що потрапляє на поверхню провідника (металу,
електроліту або плазми), швидко загасає в глиб провідника, проникаючи
лише на невелику глибину. Тому провідники добре відбивають світло.



21Скін-ефект
Якісне пояснення

𝐼

Змінний струм у провіднику породжує змінне
вихрове магнітне поле, силові лінії якого пер-
пендикулярні до осі провідника. Змінне магні-
тне поле породжує вихрове електричне поле,
що спричиняє виникнення струмів Фуко, при-
чому на поверхні провідника вихровий струм
спрямований у напрямку струму провідника, а
всередині провідника — протилежно. Це явище
знижує струм у серцевині провідника і збільшує
поверхневий струм.



22Скін-ефект
Чому у металах нехтують струмами зміщення?

Упровіднику густина струму провідності і напруженість електричного по-
ля пов’язані законом Ома: 𝑗 = 𝜆𝐸⃗. Якщо електричне поле в провіднику
змінюється з часом, наприклад, за гармонічним законом 𝐸⃗ = 𝐸⃗0 cos(𝜔𝑡),
то поряд зі струмом провідності виникне ще й струм зміщення:

𝑗зм = 𝜀
4𝜋

𝜕𝐸⃗
𝜕𝑡

= 𝜀𝜔
4𝜋

𝐸0 cos(𝜔𝑡 + 𝜋/2).

Де величину 𝜀𝜔
4𝜋

можна формально трактувати як «питому провідність»
для струмів зміщення. Для типовихметалів провідність 𝜆 = 1015−1017 с−1.
Це означає, що аж до частот порядку 1013 Гц виконується нерівність:

𝜀𝜔
4𝜋

≪ 𝜆.

(для металів типові значення діелектричної проникності становлять 10−
100). Отже, у широкому діапазоні частот виявляється що струми зміщен-
ня не відіграють істотної ролі у металах.



23Скін-ефект
Оцінка глибини проникнення поля (струму) в провідник

𝐸⃗

𝛿

ℎ

Знайдемо циркуляцію вектора 𝐸⃗ вздовж контура
𝐿. За законом електромагнітної індукції:

𝐸ℎ = − 1
𝑐

ΔΦ
Δ𝑡

.

Магнітний потік через цей контур:

Φ = −𝐵𝑆 = 𝜇𝐻ℎ𝛿.

Його зміна за одиницю часу (тобто похідна за ча-
сом) буде порядку ΔΦ

Δ𝑡
≈ Φ

𝑇
≈ 𝜔Φ, де 𝑇 — період змі-

ни струму, 𝜔 — частота зміни струму, 𝜔 ∼ 1
𝑇
.

Тому, циркуляція вектора 𝐸⃗ буде дорівнювати: 𝐸ℎ = 1
𝑐
𝜇𝐻𝜔ℎ𝛿, а величина

електричного поля на поверхні провідника:

𝐸 = 1
𝑐

𝜇𝐻𝜔𝛿



23Скін-ефект
Оцінка глибини проникнення поля (струму) в провідник

ℓ

𝛿

𝐻⃗

𝑗

Тепер знайдемо циркуляцію напруженості
магнітного поля 𝐻⃗ по контуру 𝐿. За теоре-
мою про циркуляцію:

𝐻ℓ = 4𝜋
𝑐

𝑗ℓ𝛿.

Так як 𝑗 = 𝜆𝐸, і після спрощення знаходимо
магнітне поле на поверхні провідника:

𝐻 = 4𝜋
𝑐

𝜆𝐸𝛿.

Підставимовеличину напруженостімагнітного поля у знайденуформулу:

𝐸 =
4𝜋𝜇𝜔𝛿2

𝑐2 𝜆𝐸,

Звідки, оцінка глибини проникнення поля дає величину:

𝛿 = 𝑐
√4𝜋𝜇𝜆𝜔

.
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Оцінка глибини проникнення поля (струму) в провідник

𝛿 = 𝑐
√4𝜋𝜇𝜆𝜔

.

Отримана оціночна формула є наближеним виразом, оскільки вона ґрунтується на наближених розрахунках
і спрощеннях, які дозволили її отримати.

Числовий коефіцієнт 1
√4𝜋

у даному випадку є результатом такої оцінки і, як наслідок, не може вважатися

абсолютно достовірним. Його отримання могло залежати від початкових припущень чи умов, які не завжди
повністю відповідають реальній фізичній ситуації.

Разом із цим, математично строгий аналіз, що базується на рівнянняхМаксвелла, дозволяє отримати ту саму
величину з високою точністю і для різних фізичних ситуацій. Це показує, що оціночна формула іноді може да-
ти точний результат, навіть якщо вона побудована без повної формальної обґрунтованості. Проте співпадін-
ня результатів слід вважати радше випадковістю, ніж закономірністю, оскільки оціночний метод не гарантує
правильності результату в загальному випадку.



24Скін-ефект
Рівняння скін-ефекту

Зробимо більш строге виведення глибини проникнення на основі рівнянь Ма-
ксвелла. Нехай 𝜀 = const, 𝜇 = const. Рівняння Максвелла для електромагнітного
поля в металі:

{
rot 𝐸⃗ = − 𝜇

𝑐
𝜕𝐻⃗
𝜕𝑡

, rot 𝐻⃗ = 4𝜋
𝑐

𝑗,
div 𝐸⃗ = 0, div 𝐻⃗ = 0.

У середовищі немає некомпенсованих зарядів
(∑ 𝑞𝑖 = 0), унаслідок чого у формулі для теореми
Гауса div 𝐷⃗ = 𝜀 div 𝐸⃗ = 4𝜋𝜌 = 0 у правій частині стоїть
нуль.

Використовуючи закон Ома, запишемо два перших рівняння:

rot 𝐸⃗ = −
𝜇
𝑐

𝜕𝐻⃗
𝜕𝑡

, rot 𝐻⃗ = 4𝜋𝜆
𝑐

𝐸⃗,

Виключимо звідси магнітне поле. Для цього застосуємо операцію rot до обох
частин першого рівняння і врахуємо друге рівняння:

rot rot 𝐸⃗ = −
𝜇
𝑐

𝜕
𝜕𝑡

rot 𝐻⃗, rot rot 𝐸⃗ = grad div 𝐸⃗ − ∇2𝐸⃗ = −∇2𝐸⃗.

Приходимо наступного рівняння для поля 𝐸⃗: ∇2𝐸⃗ =
4𝜋𝜇𝜆

𝑐2
𝜕𝐸⃗
𝜕𝑡

.



24Скін-ефект
Глибина проникнення поля (струму) в провідник

Рівняння для скін-ефекту має математичну форму, подібну до рівняння дифузії:
∇2𝐹 = 𝐷 𝜕𝐹

𝜕𝑡
з коефіцієнтом дифузії 𝐷 = 𝑐2

4𝜋𝜇𝜆
. Якщо на поверхні речовини діє

джерело, то за час 𝜏 хвиля дифузії проникає в речовину на глибину 𝛿 = √𝐷𝜏.
Якщо джерело діє періодично з періодом 𝑇 за час 𝜏 слід прийняти 𝜏 ≈ 𝑇. Нарешті,
маючи на увазі, що 𝑇 = 2𝜋/𝜔, отримуємо оцінку для глибини проникнення

𝛿 = 𝑐
√4𝜋𝜆𝜇𝜔

.

Метал
Глибина

скін-шару (мкм)
для 10 ГГц

Мідь (Cu) 0.652

Срібло (Ag) 0.634

Золото (Au) 0.753

Алюміній (Al) 0.652

101 103 105 107 109
100

102

104

Частота (Гц)

Гл
иб

ин
а
(м

км
)

Глибина скін-шару міді в залежності від частоти

50 Гц 50 кГц 1 МГц 50 МГц

Для провідника діаметром 0.5 мм



25Скін-ефект
В техніці

Існування скін-ефекту завжди враховують у техніці швидкозмінних струмів.
Оскільки такі струми практично не йдуть у глибині провідника, то лінії для них
збирають із порожнистих труб.

В радіотехніці надвисоких частот багато деталей (хвилеводи, коаксіальні лінії)
покривають тонким, добре провідним шаром срібла, оскільки їхній опір практи-
чно обумовлений тільки поверхневим шаром.

Скін-ефект у поєднанні з нагріванням вихровими струмами використовують
для поверхневого загартування сталі. У цьому методі деталі піддають дії впли-
ву змінних струмів і потім швидко охолоджують. Внаслідок скін-ефекту розігрів
і загартування виникають тільки в поверхневому шарі, а вся основна маса за-
лишається незагартованою.Це дає змогу отримати вироби з високоюстійкістю
до стирання поверхні, але не є крихкі, як за звичайного загартування.



26Про рівняння Максвелла

Ге́нріх Рудольф Герц (1857 – 1894 ) —
німецький вчений. Перший отримав
електромагнітні хвилі, існування яких
теоретично передбачено Максвеллом.

Неможливо позбутися відчуття, що ма-
тематичні формули живуть власним жи-
ттям і володіють власним розумом, що
вони розумніші за нас, розумніші навіть
за тих, хто їх відкрив, що ми отримуємо з
цих формул більше, ніж у них було споча-
тку закладено...



27Вершина класичної науки
Теорія Максвелла — це вершина класичної науки про електромагнітне поле. До
цієї висоти ми піднімалися, крок за кроком, уточнюючи поняття і розкриваючи
глибинні принципи цієї науки. Кожен пройдений етап — електростатика, закони
постійного струму, магнітостатика — був немов базовий табір на шляху до вер-
шини.

На вершині перед нами постають рівнянняМаксвелла— велична симфонія еле-
ктричного і магнітного полів, ключ до розуміння електромагнітної взаємодії.
Але шлях науки триває. З вершини ми спускаємося у простір застосувань: до-
сліджуємо поширення електромагнітних хвиль, принципи випромінювання та
закладаємо основи оптики, радіо- й електротехніки.

Ця подорож — не лише тріумф інтелекту, а й людського духу, що прагне підко-
рювати вершини й відкривати нові горизонти.
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